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本講義では主に離散最適化に関する話題を扱う. 教科書は [2]である.

1 単純グラフの辺彩色

無向グラフG = (V, E)の各辺 e ∈ Eに色を割り当てることをグラフの辺彩色という.この時, 端点を共有

する辺に割り当てられる色は互いに異なっていることを要求する.グラフGを辺彩色するのに必要な最小色

数を γ(G)と書くこととし, Gの各点における次数の最大値を∆(G)と書くことにする.

グラフの辺彩色はグラフ理論の中では古い研究対象である.特に, 4色問題の解決が 3正則 2連結平面グラ

フの 3辺彩色可能性と等価であることが指摘されており, 歴史的にも重要なテーマであった.

一般のグラフGにおいて, 不等式

∆(G) ≤ γ(G)

は自明である. Gが二部グラフの場合は, 上の不等式が等式で成り立つ (Lecture 1, 定理 1)のに対し, 一般

のグラフでは∆(G) < γ(G)となるものが存在する.しかし, Gが単純グラフの場合には, 次の結果が知られ

ている.

定理 1 (Vizing [3, 4]). 任意の単純グラフGに対して∆(G) ≤ γ(G) ≤ ∆(G) + 1が成り立つ.

この定理の証明のために, まず以下の補題を証明する [2, §28.1].

補題 2. 単純グラフGにおいて, 点 v及び vに隣接する任意の点の次数は k以下であり, 次数が丁度 kとな

る隣接点は高々一つであるとする. この時, G− vが k辺彩色可能ならば, Gも k辺彩色可能である.

証明 . kに関する帰納法で証明する. k = 0の場合は明らか.点 vに隣接する頂点のうち丁度 1点の次数が k

で, その他の隣接点の次数は k − 1であると仮定しても構わない.なぜならば, そうでないときには, 必要な

だけ新たな点と辺を導入して次数を調整することが出来るからである.

仮定によりG− vは k辺彩色可能である. G− vの k辺彩色に対して, Xi (i = 1, 2, . . . , k)を vに隣接する

点で色 iの辺が接続していないものの集合とする.ここで,
∑k

i=1 |Xi|2を最小にする辺彩色を一つ固定する.

その辺彩色より定まるXi (i = 1, 2, . . . , k)が, 任意の i ∈ {1, 2, . . . , k}に対して |Xi| 6= 1である場合, vに隣

接していた点を考えると, 次数が kであったものは丁度一つのXiに属し, その他は丁度二つに属している

ので,
k∑

i=1

|Xi| = 2deg(v)− 1 < 2k

が成り立つ.この不等式より, ある i, jが存在して |Xi| = 0, |Xj | ≥ 3 となることが分かる.ここで, G− vの

辺のなかで色 iおよび jが割り当てられている辺全体からなる部分グラフをH とする.ある点 a ∈ Xj に注
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目して, aを含むH の連結成分を考えると, それは必ず道になる.この道に沿って色 iと j を入れ替えると

G− vの新たな辺彩色が得られるが, 新たな辺彩色は必ず元の辺彩色よりも |Xi|2 + |Xj |2の値が小さくなり,

辺彩色の選び方に矛盾する.

以上の議論により, 一般性を失うことなくXk = {u}と仮定できる.ここで, Gから辺 uv及び色 kを持つ

辺を除いて得られる部分グラフをG′とする. G′ − vは k − 1辺彩色可能である.また, vおよび vに隣接す

る点のG′における点の次数は k − 1以下であり, vに隣接している点で次数が k − 1となるものは高々一つ

である.従って, 帰納法の仮定より, G′は k − 1辺彩色可能である.取り除かれた辺をG′に戻し, 辺 uvに色

kを与えれば, Gの k辺彩色が得られる. ¤

補題 2を用いて定理 1を証明する.

証明 (定理 1). k = ∆(G) + 1とする. Gの任意の点は補題の条件を満たしている.そこで, 補題の条件を満

たしながら, Gから一つずつ点を取り除いて, 1本の辺のみからなるグラフにすることが出来る.このグラフ

が k辺彩色可能なことは明らかなので, 帰納的に補題 2を適用すれば, 定理 1が証明される. ¤

上の証明の方針でアルゴリズムを設計することが可能で, グラフの最大次数を∆, 点, 辺の数を n,mとす

ると, O(∆n2)の計算時間で∆ + 1色による辺彩色を求めることが出来る.ここで, 次数∆/2以下の点は一般

性を失うことなく 1つの点にまとめ上げることが出来るので, ∆n = O(m)となり, 計算時間はO(nm)とな

ることが分かる.

2 完全グラフの辺彩色

前節の結果より, 任意の単純グラフGについて γ(G) = ∆(G)または, γ(G) = ∆ + 1が成り立つことが分

かる.実は, 一般のグラフが与えられた時に γ(G) = ∆(G)が成り立つかどうかを答える問題は, NP完全で

あることが知られている [1].しかし, 特殊なクラスに属するグラフについては, γ(G)を即座に求めることが

出来る場合がある.特に完全グラフについては以下の結果が知られている.

定理 3. 完全グラフKnの辺彩色数 γ(Kn)ついて,

γ(Kn) =

{
n− 1 (n :偶数)

n (n :奇数)

が成り立つ.

証明 . まず, 任意の nについて γ(Kn) ≤ nを示す. 完全グラフKnの点集合を V = {v0, v1, v2, . . . , vn−1},
辺集合を E = {vivj |0 ≤ i < j ≤ n− 1}とする. この時, 辺 vivj に色 i + j (modn)を割り当てると, 辺彩色

になる.

次に, nが奇数の時に γ(Kn) > n − 1を示す. Kn が n − 1色で塗れたとすると, Mi ∩ Mj = ∅ (i 6= j)

なるマッチング {Mi}n−2
i=0 により, E = M0 ∪ M1 ∪ . . . ∪ Mn−2 となる.この時, |Mi| ≤ (n − 1)/2なので

|E| = ∑ |Mi| ≤ (n− 1)2/2となる. これは, |E| = n(n− 1)/2 > (n− 1)2/2に矛盾する.

最後に nが偶数の時に γ(Kn) = n− 1となることを示す.まず, Knから vn−1を除いて出来る完全グラフ

Kn−1を上の方法により n− 1色で辺彩色する.この時, 点 viに接続していない色は, 2i (modn− 1) である.
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各 i ∈ {0, 1, . . . , n− 2}に対して wi ≡ 2i (modn)とすると, n − 1は奇数なので i 6= jならば wi 6= wj とな

る.従って, 辺 vn−1viに色 wiを割り当てれば, Knの n− 1辺彩色になる. ¤
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