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同時交換性

命題 1. 任意の サ ー キッ ト C と コサ ー キッ ト C∗ に 対し ， |C ∩ C∗| 6= 1．

証明. |C ∩C∗| = 1を仮定す る と ， {e} = C ∩C∗ に 対し て ， C −{e} は M の 独立集合， C∗ −{e}

は M∗ の 独立集合と な る ．
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図 1: イメ ー ジ

つ ま り ， E − C∗\{e} は M の 基を含む． し たが っ て ， C\{e} ⊆ E − C∗\{e} よ り ， こ の と き ，

C\{e} ⊆ B ⊆ E − C∗\{e} と な る 基底B ∈ B が 存在し ， e /∈ B よ り ， C∗ ⊆ E\B を得る ． し か

し ， C∗ は M∗ に お い て 従属で あ る か ら， こ こ で ， M∗ の 基 E\B に 含ま れ る の は 矛盾．

命題 2. 任意の B1, B2 ∈ B と 任意の b ∈ B1\B2 に 対し て ， (B1\{b})∪{e} ∈ B, (B2∪{b})\{e} ∈ B

と な る e ∈ B2\B1 が 存在す る ．

証明. 基本コサ ー キッ ト C∗(B1|b) = {e|(B1\{b}) ∪ {e} ∈ B} と ， 基本サ ー キッ ト C(B2|b) =

{e|(B2 ∪ {b})\{e} ∈ B} に 対し て ， b ∈ C∗(B1|b) ∩ C(B2|b) な の で ， 命題 1 よ り ， |C∗(B1|b) ∩

C(B2|b)| > 1． す な わ ち， e ∈ (C∗(B1|b) ∩ C(B2|b))\{b} ⊆ B2\B1 が 存在す る ．

マ イナ ー

定義 3. マ ト ロ イド M = (E, I) の と き ， F ⊆ E に 対し て ， IF = {I|I ∈ I, I ⊆ F} を独立集合

族と す る マ ト ロ イド (F, IF )をM の F への 簡約M · F と い う ．

定義 4. 部分集合 Z ⊆ E に 対し て ， ρZ(X) = ρ(X ∪ Z) − ρ(Z) (X ⊆ E\Z) を階 数関数と す る

マ ト ロ イド (E\Z, ρZ )をM の Z に よ る 縮約M/Z と い う ．

簡約と 縮約の 間に は M/Z = (M∗ · (E\Z))∗ の 関係が あ る ．
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図 2: 同時交換性

定義 5. 簡約と 縮約をく り か え し て 得られ る マ ト ロ イド をマ イナ ー と い う ．

グラ フ で 表現で き る 性質は マ イナ ー をと る こ と に 関し て 閉じ て い る ．

定理 6 (Tutte). M が 2値マ ト ロ イド ⇔ M は U4,2をマ イナ ー と し て 含ま な い ．

証明. こ の 授業で は 証明は 省略．

グラ フ で 表現で き る 性質は マ イナ ー をと る こ と に 関し て 閉じ て い る ため ， あ る L が 2値マ ト ロ

イド M の マ イナ ー な らば ， L も 2値マ ト ロ イド と な る ． こ こ で ， 一様マ ト ロ イド U4,2 は 2値マ

ト ロ イド で は な い の で ， M は U4,2をマ イナ ー と し て 含ま な い ．

交換可 能性グラ フ

も う 少し 交換可 能性に こ だ わ っ て みよ う ．

定義 7. (交換可 能性グラ フ ) マ ト ロ イド M = (E, I)， I ∈ I， J ⊆ cl(I)， H = {(i, j)|j ∈ J\I, i ∈

C(I|j)} に 対し て ， グラ フ G(I, J) = (I\J, J\I;H)を交換可 能性グラ フ と 言う ．

命題 8. B,D ∈ B ⇒ G(B,D):完全マ ッ チ ン グを有す る 交換可 能性グラ フ ．

証明. 完全マ ッ チ ン グを持たな い B,D ∈ B う ちで ， |B\D| = |D\B| が 最小の も の を考え る ． 同時

交換性よ り ， 任意の j ∈ D\B に 対し て ， i ∈ B\D が 存在し て ， (i, j) ∈ H,D′ = (D−{i})∪{i} ∈ B．

明らか に ， |B\D′| = |B\D|−1 で ， G(B,D′) は 完全マ ッ チ ン グMを有す る ． な らば ， M ∪{(i, j)}

は G(B,D) の 完全マ ッ チ ン グに な る ．

命題 9. B ∈ B, |B| = |D| に 関す る 交換可 能性グラ フ G(B,D) が 唯一の 完全マ ッ チ ン グを持つ な

らば ， D ∈ B．

証明. D /∈ B と 仮定す る ． こ の と き C ⊆ D と な る C ∈ C が 存在す る ． 任意の i ∈ B\D に 対し て ，

|C ∩C∗(B|i)| 6= 1 ⇒ |(C\B)∩C∗(B|i)| 6= 1． ま た， i が 完全マ ッ チ ン グM に よ っ て C\B の ノ ー

ド と 結ば れ る な らば ， |(C\B) ∩ C∗(B|i)| > 1． つ ま り ， こ う い う ノ ー ド の そ れ ぞ れ に つ い て ， 必

ず 2本以上の 枝が C\B に 入っ て い る ． す な わ ち， G(B,D) に 交互閉路が 存在す る の で ， 別の マ ッ

チ ン グが 存在し ， 完全マ ッ チ ン グが 唯一で あ る こ と に 反す る ．
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主張 10. I ∈ I, |I| = |J |, J ⊆ cl(I) で ， G(I, J) が 唯一の 完全マ ッ チ ン グを持つ な らば ， j ∈

I, cl(I) = cl(J)

証明. M · cl(I) に 上記 性質を適用す る と ， J ∈ I が 言え る ．

cl(J) ⊆ cl(cl(I)) = cl(I) で ， J が M· cl(I) の 基で あ る こ と か ら， cl(J) = cl(I) と な る ．
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