
組合せ最適化問題 の 行列表現 19154年生演習 担当 : 大城 (数理七研 )

§ 0 .概要

様々 な 組合せ最適化問題が行列 の正則性を判定 したり 階数を計算する 問題 として 表現できる という こと を見る 、

レポート : 3問以上 選択し 解答
、
ITC- LMS で PDF ファイルを 提出 。

メ切 : 2021年11月12日 (金) 17:00 (JST )

全域木の例§ 」
。 グラフ の連結性 連結 非連結

!超G = (KE) : 無向 グラフ ,讁
-

areas

G が連結 (Connected ) 出 任意 の u.VE V1間 に パス が ある 。

TEE が G の全域木 (spanni.ge) 臼 T は 木 (連結 ・ 閉路なし ) 、 かつ 全て の 頂点 を 端点 に 含む

1型 Gが連結 ピ G は 全域木を もつ .

1組 G の 全て の全域木T の サイズ は KI = 1 V1 - 1

で = (V, E ) : G の 適当 な 向きづけ ( でぼ は EEE の 向きづけ )

で の 接続行列 ( Incidentematrix ) A = ( Ave) vev.eeE E R
"に 行い 頂点 列 辺。

+1 ( ゴで = v)
かど → っを→

Ave i { i (か でこ て) pts・

(o.us )

イ烈

が
" 「

ひ 、
-1

;
→が

TG= 鄣 :天一𤎼 と ーいい"爽? n V3 t 1 + 1 + 1

v4DETT
・

V3 で V4 - 1 + 1

1連
_

3 rank A E 1 V1 - 1
.

全 行 を 足すと 0 11



匜せ G が連結 rank A = M - 1
.

G が連結 G は 全域木 TEE を もっ .

A [T] を 列 集合 が T である A の 部分行列 と したとき
、
rank ACT] = ル 1 - 1 を 示す

.

A = |
「
一

面
頂点 で 、

を適当 に 定め 、
U 、 を 根として T 上の 探索 (深さ ・ 幅優先 など ) を 行い (E における 向きは無視)

訪れた 頂点 の 順序 を ひい て2 , . . . .vn 、
辺 の 順序 を ei , . . ., en- i と する 。 ( n : = 1 V1 )

や 埒G = Y ! ド
を

・ v3

(深さ優先探索の例 )

A [T ] の 各行 を ひい . . . .vn
、
各列 を e 、 、 . . ., en の 順 で 並び 替えて 得られる行列 を K と する と

、

K は次の よう な構造 を もつ 。

※ で
、

い vj という順 で 探索 したら 必ず え く よ .
V2 さ 1

±1 *
K =

.

.

.

Un-1 0iii.
な

.
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!玉i. rank A E rank A IT] = rank K ミ rank | o ] = 1 V1 - 1
x

(追記) G が非連結 ならば A は 各連結成分 の接続行列 を対角に並べた 行列 となる ので 階数が2以上落ちる
。

E A から 任意 の r EV に 対応 する 行 を 抜いた 行列 を Ar と する と
、

全域木TEE に対し det A r [T] E {な、
-1}

n 、_
う

※臧
成分の接続行列

EI G の 連結成分 の 数 = n - rank A

各連結成分 毎 に A の 階数が 1つずつ 落ちる
。 ✗



§ 2 二部 マッチング

G = ( U、
V ; E ) : 二部 グラフ

MEE が マッチング (Matching ) # M の 各辺 の 端点 が 全て 相異なる

マッチング M が 完全 ( Perfect ) <⇒ 全ての 頂点 が Mの 端点 に 含ま れる

爽 鹵 鹵
マッチングでない マッチング (完全でない ) 完全マッチング

III M が G の 完全 マッチング なら 1 Ml = ルに 1 V1
.

G の Edmonds 行列 ( Edmonds Matrix ) N = (Nun ) ueu.vev

Nao ; = { が ( 仙v9 EE ) ・ 「 「 変数 (記号 )
O (

o.w.INは M 変数 の 多項式行列
、

(各要素が 多項式 である 行列 )

一般に 、 多項式 行列 P = P (が Cm ) に対し
、 rank P に max { rank Plan . . ..am) 1 aiam ER} とする

。

また nxn の P が 正則 (non siregular) ④ rank P = n とする
。

( 有理関数体 R (といが) 上の 行列 として の階数 )

Thm8_e.in : = 1 v1 = 1 V1 とする 。 G が 完全 マッチング を もつ ピ N が正則

U = { un . . . . Un }
,
V = {u, . . .. Un } とする 。

n

de N = I sgnG) T Nurse)
のEGn に 1

n

ここ で T Navy { も 0 は {いない 「 EE G " こ " in ↳ {ひえ、UM }たいn は 完全マッチング
に 1 = 0 0

.
W .

も し G に 完マ が なければ
、
dei N の 右辺に 非 0 の項が 1つ も 現れ ない ので det N = 0

.

も し G が 完マ を もっ ていれ ば
、
det N の 右辺 に は 非の 項 が現れ

、

また 、 各非 0 項 は 相異なる 変数の単項式 なので キャンセル しない 。 y



Y

し、
N = 國

Green rank N = max 111411 M は G の マッチング }

rank N - max { な 1 TEU、
YE V st . 1×に いくに た

、
N [と灯 は 正則 }

= max { k |
ヨ
× EU 、 YEV st . G は X - Y 間 の 完全 マッチング を もつ G

= (右辺 ) 11

変数を含む 行列 の 階数は 変数 に乱数を代入する と 高確率 で 求まる
。

・ ・ ・ レポート

§ 3 線形 マトロイド

AE Rn
×m

-

列集合 を E と する 。
( l El = m )

I EE が 独立 ( Independent ) 他 rank A III = III A = 1 」面
BEE が基 Chase ) e B は独立 かつ 1131 = n (つまり、

A [B] が 正則 )

B (A) : = { BEE | B は A の 基 }

然 A : 無向 グラフ G = (V, E ) の 任意 の 向きづけ の 接続行列

A : A から r EV に対応 する 行 を 除いた 行列
⇒ B(A) = {TEE 1 T は G の 全域木 } ・ ・ ・ レポート

1組 A が基 を もっ く⇒ A は 行 フルランク ( rank A = n )

rank A は A の 線形独立 な 列ベクトルの最大本数 に 等しいので . 11

例 と 併せる と Prop に は 全域木の 存在判定 (連結性判定 ) を 階数計算 に 帰着する Thin4 の 拡張と みなせる
。

※ 基を rank A[B] = n でなく rank A [B] = rank A として 定義する やり方が 本来は 一般的 。
この 定義で は A は 常に 基を もつ .



§4 線形マトロイド交叉

べ、 べ E 1が
"

、
E : べとべの共通の 列集合

共通基 BE B (べ ) の る (A) を 求めたり 存在判定 したりする 問題 を 線形マトロイド交叉 ( 1 ineavmatwid InterSection ) という
.

B

「髀べ = | 正則
_

様々な組合せ最適化問題 が 線形マトロイド交叉として表現できる 。

・ 全域木 (べ = A = A ) ・ カラフル全域木

・ 二部マッチング . . . レポート ・ (有向 /無向 ) 点素 S- T パス

・ 有向全域木 :

Ne (e EE ) : 変数

D = diag (MeEE : xe を 対角 に 並べた EXE の 対角 多項式行列

己 : = ベロべ = [ aEat ( べ = |面とっ べ = |面9ye.EE

熱 (AIA ) が 共通基 を もっ く⇒ 己 が正則
、

この Thin の 証明 に は 次の Binet - Candy の 公式 を 用いる 。

国 国III ( Binet - Candy )

XE 1が? YE RT E : = X の列 集合 = Yの行 集合

⇒ det XY = I de X da Y [S] |面 イ画
se信)

(た) ⇐ { SEE 1 1 5 1 = n }

n > m の 場合 は XY i 非正則 より (左辺 ) = 0
,

右辺 も (た ) = P より 0
、

以下 n Em を仮定
、



det ( z Im+ Yx ) = det に払川× Y ) = det ( Z Im Y ) ) ズ× × 上行 を足す = dei に和 Y

0 0 Int がXY )aufn
- X In

右列 × × を 引く (基本変形)

= が det (Int z" XY) = zm
"

det (z Int XY )

i. が"

det (zInt XY) = det (z Im t YX ) (z = 1 の 場合を Sylvester
'

s deTerminant Identity という らしい )

この 式 の 両辺の zm
"

の係数を 比較する 。

左辺 : 係数 = det (zInt XY) の 定数項 = det XY

右辺 : 行列式 の 各項の展開 を 考える と 次の よう な 項が が"

の 係数 に寄与する 。

E

Yi
多項式の展開で擬択

Zt ?

fnh こっち は 普通の行列式 國噛
Y x

係数 = I det (YX ) [S, S] = I dei (Y[S] × [SI ) = I dei Y[S] der × [S]
SE倍 ) v1 SE (E) /

S で Indexされた主小行列
SE (副

たmな唁正明
-2ns

己 : = ベロべ に X = べ
,
Y = DAT として Candy - Binet の 公式 を適用する と

det 己 = I det ATS] der (DAT ) [S] = I dei AT] det ATS] T t
SEE) SEE) e ES

= I detべ[B] de AIB] T xe (共通基の項 だけ残る )
BEBA) のる(A) e EB

よって 共通基 が なければ da E = 0
.

共通基が 1つ 以上 ある 場合
、
各項の和 は サル の お陰で キャンセル しない ので det も0.ae

Thm 13 の 一般化として rank ? = mas { III II EE は べ でも べ でも 独立 } が成立する 。
. . . レポート



§ 5 DAG 上 の 点素 S-T パス (発展 i 時間が 余っ たら )

D = (V, A ) : DAG (有向閉路が ない 有向グラフ )

5、TEV.snた 、 ISI = け し ご た

PE A が D の 点素 S-T パス ( node-disjointstp.ath)
s

S P は な 本の 有向路 が . . . . Pた EA の和集合 で
、

・ 異なる路 は 同じ頂点 を 共有 しない (点素 ) ○?適。

→蕪う → EP

・ 各路 は S から T へ 至る な k

xa (a EA ) : 変数
行列 R = (Est ) s est et を Est : = さ T 弘 と 定める

.

p ist有向路

aephm15.hnD が点素 S-T パスを もつ く⇒ R が正則

まず点素 ST パス問題を 二部 マッチング 問題 に 帰着する
。

び= V1 (SVT ) として 二 部 グラフ G = (V; W; E、 v た ) を次の よう に 構成する !

. r :ニ {で 1 ve suut.lt
: = {で 1 UE TU U }

. Ei 11で、
で} l (v.ir ) EE 、

ひ T.veS }
の E2 に 1 { で } l u EU )

が毒潮 彫 ※※
、

が
D G



よく 考える と D の 点素 S -T パス と G の 完全マッチングは 一対一対応する
。

S が「

※※※※!で
使われていない頂点は だが、

前*_.
→珣 彫 X が

D
G

G の Edmonds 行列 を N = N は ) ( y = (He) e EE ) とする と

det N = I ± T ye = I ± T までで 下 までで
M :完マ E EM P:点素STパス (UNEP UE0 1 V(P )

後の都合でマイナス v4の : Pで訪れる 頂点集合

Eye← { 一つGw 6= 1切で } EEI )
として 得られる行列 を N とする と

1 ( e EE)

d I = I ± T xa より D に点素 STパスが存在 し⇒ が正則
.

P :点素5パス AEP

T U

N の 行 と 列 は
S |丑 という 感じで Index される

。

U

突然だがた = 1 ( S =竹、 た 州 ) の 場合 に de N の 展開項の符号 が どう なる か 考える 。

完全マッチング M を 固定
、
対応する st路 を P と し

、
V1叭 {s、 t } の 頂点 を P で 訪れる順に並び 替える と

IVMMTLXE

-派消国V1叭作}
EMT = 粋原-.- た

、そのた

となる
。

( 列 と 行 を 同じ置換で並び かえる ので
、 この 操作 で 符号 は 変わら ない )



置換 の 符号 は (い)
ル ( P ) 1 ・ 1

i. dei N = I Eが" IT txa) = - I IT xa =
- Ist

P: stパス TEp P: s-tパス NaEP

一般の k の 場合 に 戻る
。

「澑 とする と
、
実は de W = 1 (全て | の辺を取る以外の 完マが W にない )

U

det N = det に = dei (が「吹 り = det (x - YWZ)
0 W

de

2列 × W
"
z を引く cs

SXT

よって べ が 正則 ピ X - YWZ が正則 。

X - YW
'
Z の (st ) 成分 = X s,t - Y[{s } 、 V1 (SVT)] W

'
z [V1 ( s oT ) 、

化 } ]

X s
. t Y [ { 、 V1 (SVT)] 丿= det ( zw 、 (sur) 、 竹 W

この det は S = 州
, た 化と の 場合 の N なので - Ist と 等しい

、

÷ X - YW
'
Z の (Set ) 成分 = - Ist

⇒ X - YN
'
Z = 一口 /

もっと 符号 の こと を まじめ に 考える と 次の LGV補題 ( Lindanine- Good - Viennot kmma) が示せる

.hn/6L_S=1s.....,sH.T=lt......tN
点素 ST パス P の 符号 sgn P を

、
P を S- T の 置換 と して みたとき の 符号 として 定める 。

→ レポート

S T
⇒ des = エ sgnPIT xaPP:点素5パス AEP ①⇒


